Energétique des solides indéformables
Théoreme de I’énergie cinétique

1. Puissance

1.1. Puissance développée par une action mécanique extérieure a un systéme matériel E dans son mouvement
par rapport a un repére R

1.1.1. Définition

La puissance développée, a la date t, par I'action mécanique de X sur E dans son mouvement par rapport a R est :

P(Z— E/R) = j F(P).7(P/R)dm
PEE

Ny

0

®” T

1.1.2. Cas d’un solide
Pour le cas d’un solide, on peut écrire : I7(P/R) = I7(P €S/R) = I7(A €S/R) + ﬁ(S/R) ANAB

D'ot P(E > S/R) = [, o f(P).V(P € S/R)dm = [,_.f(P).(V(A € S/R) + (i(S/R) AAB)dm

=4

Soit P(£ = S/R) = [, f(P).V(A € S/R)dm + [,_. f(P).(G(S/R) AAB)dm
Ou bien P(Z - S/R) = V(4 € S/R). [,  f (P)dm + Q(S/R). [, (ﬁ A f(P)) dm

Or le torseur d’action mécanique de X sur S est donné par :
RE-$) } R(E~S) = [pes f(PYdm

. avecy _, S
My~ S) My(z - ) = [, (AB Af(P))dm

(FE -9} = {
A

D'ou P(E - S/R) = V(A €S/R).R(E - S) + Q(S/R). Ms(Z > )
Soit finalement : P(Z—->S/R) ={F(Z - $},{9(/R)},

La puissance développée par I'action mécanique du systeme matériel X sur le solide S est donnée par :
P(Z > S/R) ={FZ - $)}4{9(S/R)}4

Remarque
La puissance développée par une action mécanique extérieure dépend du repére choisi, en effet, on a :

e P(E-E/R)=[,_ f(P).V(P/R)dm
e PE-E/R) =, f(P).V(P/R)dm
P(E— E/R) = P(E > E/R) = [, f(P).(V(P/R) = V(P/R))dm = [, . f(P).V(P € R;/R)dm

PEE

Soit finalement, on peut déduire :
PE->E/R)—PE->E/R) = {FC - E)}4{9(R/R)}a

La puissance développée par une action mécanique extérieure dépend du repére choisi.
P(E—-E/R)—PE-E/R) = {F(Z- E)}{9R1/R)}a
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Application : Bras de robot

Un robot est composé d’un seul bras S; articulé au point O par rapport au bati S,.

Données

e Le champ de la pesanteur est modélisé par g = gx,

5
e Un servomoteur exerce un couple moteur C,,, =

Question

Le bras S;est de masse m, et de centre d’inertie G, tel que 0G, = ax, ;
La liaison pivot (0, Z,) est parfaite ;

'mZo sur le bras S;

Déterminer la puissance développée par les actions mécaniques extérieures au bras (1) dans son mouvement par

rapport au repéere R.

Réponse
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1.2. Puissance développée par les actions mutuelles entre deux systémes matériels
1.2.1. Définition

La puissance développée, a la date t, par les actions mutuelles entre les deux systemes matériels X et E, dans leurs
mouvements par rapport a un repere R est :
P(X - E/R)=P(X->E/R)+P(E—-X/R)

Remarque

La puissance développée par les actions mutuelles entre les deux systémes matériels X et E est indépendante du
repere R par rapport auquel les deux systémes sont en mouvement.

En effet, on a:

P(£ > E/R) = P(2 - E/Ry) = {F(2 > E)}a{9(R1/R)}a (¥)

P(E—>%/R) = P(E > X/Ry) = {F(E > 2} {0(R:/R)}a (**)

Dol :

(*)}4(**) D P(Z & E/R) —P(E > 3/R) = {9(Ry/R)}a ((FE > E)}a+ {F(E > D)}y

Soit finalement :

P(Z < E/R) — P(E <> Z/R;) = 0 et donc la puissance développée par les actions mutuelles ne dépend pas du
repere choisi.

Conclusion
La puissance développée par les actions mutuelles ne dépend pas du repéere choisi.
P(Z — E/R) =P(E & Z/R;)
Pour cela, pour noter la puissance développée par les actions mutuelles entre les deux systemes matériels X et E,
on adopte la notation suivante :
PZ —E)
Le choix du repere reste libre

Application : Robot a deux bras
On donne le schéma cinématique qui modélise un robot a deux bras. On demande de calculer les puissances
développées par les actions mutuelles suivantes : P(1 <= 2) et P(0 < 1)
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Réponse

Calculde P(1 <> 2):

Premiére réponse possible : P(1 < 2) = P(1 -» 2/0) + P(2 - 1/0)

Deuxiéme réponse possible : P(1 < 2) =P(1 - 2/1)+P(2-1/1) =P(1 - 2/1)

Premiére réponse possible : P(1 «— 2) =P(1 - 2/2)+P(2->1/2) =P(2 - 1/2)

Calculde P(0 < 1) :

On remarque que : P(0 <> 1) = P(0 —» 1/0)

1.3. Liaison parfaite entre deux solides d’un point de vue énergétique

1.3.1 : Définition

Deux solides 1 et 2 ont une liaison parfaite, d’'un point de vue énergétique, si quel que soit le mouvement autorisé

par la liaison, la puissance des actions mutuelles entre les solides 1 et 2 est nulle :
P(1—2)=0

R( - 2)
N -2) i

V(I eE2/1) |
7(1 -

Le contact est supposé rigoureusement ponctuel.
e Letorseur d’actions mécaniques du solde 1 sur le solide 2 est de la forme, au point A :
R1-2)=N1-2)+T(1 -2
{F(1—>2)},={ (1-2) (6 )+T(1-2)
coefficient de frottement. D’aprés la loi de coulomb, f = tan ¢ avec @ est I'angle de frottement
e Letorseur cinématique de 2 par rapport a 1 au point I est donné par :
Q(2/1)
/DY = {q /
V(I eE2/1)
e Déterminer la puissance développée par les actions mutuelles entre les solides (1) et (2) ;
e Sous quelle(s) condition(s) cette puissance est nulle ?

1.3.2. Cas d’une liaison ponctuelle

} avec ||T(1 - 2)|| =f||17(1 - 2)|| et f représente le

} avec I7(I € 2/1) est la vitesse de glissement de 2 par rapport a 1 au point I.

Réponse

) = P _ . _ [RA->2)=N1-2)+T1-2) Q(2/1) }
P(1 > 2) = P(1 - 2/1) = {F(1 » 2)},@/D), { : }@ {170 v
Ple—2)= R1-2).Vie2/1)=T1-2).VUe2/1)
La puissance mutuelle est nulle, P(1 < 2) = 0, dans deux situations
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. 7(1 -2)= 0, c-a-d, f = 0; La liaison ponctuelle est parfaite
. 17(1 €2/1) = 0 ; condition de roulement sans glissement (C.R.S.G)
1.3.3. Cas d’une liaison hélicoidale

S, : écrou

52 N 52
X
—
Sl Sl
Pour la liaison hélicoidale d’axe X, le torseur cinématique est donné par :
Wy Vx v, = + B2 w, si le filetage est a droite
2T
{9(52/50)}0 =1 0 0 Avec: pas . . \
0 0)@ya Uy = =Wy St le filetage est a gauche

Le torseur statique est donné par :

X2 Lya
{F(S1 -8} =1Y12 My
Ziz NizJiz352

En se basant sur la propriété d’une liaison parfaite d’un point de vue énergétique, démontrer que pour le torseur
statiqueona:
pas . . N .
L, = _EXIZ si le filetage est a droite
L, = +%X12 si le filetage est a gauche

Réponse
La liaison hélicoidale est supposée parfaite, donc: P(S; <= S,) =0

X12 L2 Wy Uy
P(S; > S3) = P(S1 = S3/S1) = {F(S1 = S2)}0®{9(S2/S1)}o = (Y12 My ®{ 0 0}
Z12 Niz) 355 0 0732
P(Sy & S3) = Lizwy + X150 = 0D Ly, = —Z_ZXR
pas . . N .
Ux =+~ wy si le filetage est a droite
Or,
Uy = — %wx si le filetage est a gauche
Ly, = —EXQ si le filetage est a droite
Donc pas
Li; = +EX12 si le filetage est a gauche

2. Théoreme de I'énergie cinétique

2.1. Cas d’un seul solide

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a un solide S, dans son mouvement par rapport a un repére
supposé galiléen R, est donné par :

{D(S/Ry)}, = (F(S — )4
Cela permet d’écrire aussi :

{D(5/Ry)},®(9(S/Ry)}, = {F(S — $)}a®{(S/Ry)}, = P(S ~ S/Ry)

Avec:
_(ST(Pes/ry)dm ([ a(s/ry)

{D(S/Rg)}A - {fﬁ/\ F(P/I‘?gg)dm} et {ﬁ(S/Rg)}A - {V(A € S/Rg)}

P(S—S/R,) = [V(A €S/R,).T(P € S/R,)dm + Q(S/R,). [ AP AT(P € S/R,)dm
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orV(A€S/R,) =V(P€S/R,)+AP AQ(S/R,)

Donc:

P(S—S/R,) = [V(P €S/R,).T(P € S/R,)dm — Q(S/R,). [ AP AT(P € S/Ry)dm + Q(S/Ry). [ AP A
(P € S/R;)dm

Soit encore :

— — - — 2
P(S— S/Ry) = [ V(P € S/Ry).TI(P € S/Rg)dm = - (5 [ V(P € S/Ry)"dm) = = (Ec(S/R,))
D’ou finalement, pour le cas d’un seul solide :

%(EC(S/RQ)) = P(5- S/R,)

Théoreme :
La dérivée, par rapport au temps, de I'énergie cinétique du solide S dans son mouvement par rapport au repéere
galiléen R, est égal a la puissance des actions mécaniques extérieures a S dans son mouvement par rapport a R,.

d _
gz (B(S/R;)) = P(5 > S/Ry)
2.2. Cas d’'un ensemble de solides
moteur
S (Be(B/Ry)) = 5 (Be(S1/Ry)) + 2= (Ee(S2/Ry))
. %(EC(Sl/Rg)) = P(S; - S1/R,y) = P(moteur - S;/R,) +
P(g - S1/Ry) + P(So > S1/R,) + P(S; - S1/R,)
. %(EC(SZ/RQ)) = P(S; - S3/R;) = P (Fext N sz/Rg) +P(g
S2/Rg) + P(So > S2/Ry) + P(S1 - S2/R,)

Or:
e P(S1-S2/R;)+ P(S2 > S1/Ry) =P(S; & S1) = P(intaX)
o P(moteur > S1/Ry) + P(g - S1/Ry) + P(So > S1/Ry) + P (Fexe > S2/Ry) + P(G > Sa/
R,) + P(So > S2/R;) = P(E - E/R,)
Soit finalement :
= (E.(E/Ry)) = P(E > E/R,) + P(int a E)

Généralisation : E = {S;,S,, ..., S,,}

La dérivée, par rapport au temps, de I'énergie cinétique d’un systeme matériel E dans son mouvement par rapport
au repere galiléen R, est égale a la puissance developpée par les actions mécaniques extérieures a E dans son
mouvement par rapport a Ry et la puissance développée par les actions mutuelles entre les solides qui constituent
E.

n

dT(E/R _

% =P(E - E/R;) + P(int AE) avec P(intaE) = Z P(S; & S;)
i5j=1
i<j
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Application : Bras de robot
Un robot est composé d’un seul bras S; articulé au point O par rapport au bati S,.

Données

Le bras S; est de masse m; et de matrice d’inertie [/,(S;)] =

A 0 O
0 B 0]
0 0 Clg,
La liaison pivot (0, Z,) est parfaite ;

Le champ de la pesanteur est modélisé par § = gx,

S
Un servomoteur exerce un couple moteur C,, = C,,Z, sur le bras S;
Le repére R, est supposé galiléen,

Question
1. Déterminer I’énergie cinétique du bras S; dans son mouvement par rapport a R,
2. Déterminer la puissance développée par les actions mécaniques extérieures au bras S; dans son
mouvement par rapport au repére R.
3. En appliquant le théoréme de I'énergie cinétique, déterminer I'expression du couple moteur en fonction
des données du probléme.
4. Sachant que la loi de commande du moteur est donnée par la figure suivante, déterminer I'expression du
couple moteur C,, pour les deux phases de fonctionnement : t < t; ett > t;
w(rad/s)
wmax [
Temps (s)
ty
Réponse .
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