IPEIB/IPEST 2019/2020
Cinétique des solides indéformables

1-Torseur cinétique :

Soit E un systeme matériel de masse m, de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repére R.

1.1.Définition

Le torseur cinétique du systéme matériel E dans son mouvement par rapport a un repere R est, en un point A

quelconque, le torseur suivant :

[ V(P/R)dm
e(e/R)}= j;?ﬁ(P/R)dm

= I V(P/R)dm : La résultante cinétique de E dans son mouvement par rapport a R
PeE

= I ZIEAV(P/R)dm : Le moment cinétique au point A, de E dans son mouvement par rapport a R. On
PeE

le note habituellement par : EA (E/R).
1.2.Expression de la résultante cinétique
m:i J O—Pdmzi[mO—G] = i j OPdm
m dt Rodt

PeE R

Compte tenu du principe de conservation de la masse :

m[i@} = | {iﬁ} dm=>mV (G/R)= [ V(P/R)dm
de o gelar

PEF
D’ol I'expression du torseur cinétique du systeme matériel E dans son mouvement par rapport au repére R est le

suivant :
mV (G /R
(c(erry= {295
O 4 (lf/ ]3)
A
Avec: o, (E/R)=0,(E/R)+mV(G/R)A AB
Lorsque le systeme matériel E se réduit a une masse ponctuelle m au point P, le torseur cinétique devient :
mV (P/R mV (P/R
» 0 AP/\mV(P/R)
A
1.3. Moment cinétique d’un solide :
Le moment cinétique d’un solide S, au point A, dans son mouvement par rapport au repéere R est :

G,(S/R)= [ APAV(PeS/R)dm

peS

Side plus Ac S, AlorsV(PeS/R)=V(4eS/R)+Q(S/R)A AP
G,(S/R)= [ APA|V(A4€SIR)+O(S/R)A AP |dm

PeS
= I ﬁAV(AeS/R)dm+ J- ﬁ/\[ﬁ(S/R)/\ﬁ]dm
PeS PeS

:[ [ ﬂ’dm}/\V(AeS/R)+[IA(S)]Q(S/R)
PeS

=mAGAV (4 e S/R)+[1,(S)]Q(S/R)
Le moment cinétique du solide (S), de masse m et de centre d’inertie G, dans son mouvement par rapport a R est
le vecteur suivant :
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Remarques
[1 ] et Q S/R) doivent étre exprimer dans la méme base. Il est conseillé d’exprimer Q(S/R)
dans la base ol on a exprimé la matrice d’inertie.
2. Sile point A est fixe dans le repére R : O'A S/R [I ]f) S/R)

3. Sile point A et le centre d’inertie G sont confondus : O'G S/R [I )JQ(S/R)

2-Torseur dynamique :
2.1. Définition

Le torseur dynamique du systeme matériel E dans son mouvement par rapport a un repere R est, en un point A
guelconque, le torseur suivant :

[ T(P/R)dm
{D(E/R)}: I ;—P/\I:(P/R)dm

A PeE

. I l:(P/R)dm : La résultante dynamique de E dans son mouvement par rapport a R
PeE

- j ﬂ’/\I:(P/R)dm : Le moment dynamique au point A, de E dans son mouvement par rapport a R. On
PeE

le note par : S (E/R).
2.2.Expression de la résultante dynamique

mV (G/R)= [ V(P/R)dm=— d [mV(G/R)] =[di | V(P/R)dm}

PeE t PeE

Compte tenu du principe de conservation de la masse :
dr—= dr—=

mZ[V(G/R)L :PJE.EE[V(G/R)]Rdm

mC(G/R)= [ T(P/R)dm

PeE
D’ol I'expression du torseur dynamique du systéme matériel E dans son mouvement par rapport au repére R est

le suivant :
[(G/R
{D(E/R)}= {nf ( )}
y 04 (E/R)
Avec 55(E/R)=34(E/R)+mL(G/R)A AB
Lorsque le systeme matériel E se réduit a une masse ponctuelle m au point P, le torseur cinétique devient :
r T(P/R
(D(P/R)} = mF({’/R) _ (ﬁ )
. 0 AP AmT(P/R)

2.3. Expression du moment dynamique :
G,(E/R)= [ APAV(P/R)dm

PeE
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%[&A(E/R)]Rz [j AP/\V(P/R)dmlz j%[EAV(P/R)L dm

PeE PeE

- j [AP] AV (P/R)dm+ j AP/\%[ (P/R)| dm

= H V(P/R)- A/R)]AV(P/R dm+ [ AP AT (P/R)dm

PeE PeE

=34(E/R)~V(A/R)A [ V(P/R)dm=5,(E/R)~V (4/R)AmV (G/R)
PeE
Soit finalement :

S (E/R):%[&A (E/R)] +mV(A/R)AV(G/R)

Le moment dynamique du solide (S), de masse m et de centre d’inertie G, dans son mouvement par rapport a R est
le vecteur suivant :

54(E/R) ——[aA (E/R)] +mV (4/R)AV(G/R)
Remarques :
= dOA | . o
1. Levecteur vitesse V(A/R):T , il se calcule uniquement par dérivation
t

2. Sile point A est fixe dans le repéreR : S (S/R) = %[EA (S/R)]R

i[gc (S / R)]R

dt
%[EA (S/R)|

3. Sile point A et le centre d’inertie G sont confondus : S (S / R) =

4. Siles vecteurs vitesses V(A/R) et I7(P/R) sont paralleles : 54 (S / R) =

3-Méthode de résolution :

[IG (S)] - [IA (S)J

5
(1): 6,(S/R)=[1,(5)]Q(S/R)
1 6 d
(2): 06(S/R)= E[GG(S/R)]
EG"(S/R) 4 EA(;/R) (3): 84(S/R)=56(S/R)+mI(GeS/R)AGA
(4): 04(S/R)=0c(S/R)+mV (GeS/R)AGA
(5): Théoreme de Hyguens
2 ’ (6): &,(S/R)=mAG AV (4eS/R)+[1,(S)]Q(S/R)
5o(S/R)——s 5u(S/R) (D¢ Bu(SIR)="[&,(S/R)], +7(4/ R) A (GIR)

4-Energie cinétique :
4.1.Définition :
L’énergie cinétique du systéme matériel E dans son mouvement par rapport repere R est le scalaire suivant :

E.(E/R)== j [V(P/R)] dm
PeE
4.2, Cas du solide :
Soit (S) : un solide de masse m, de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a R.
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E.(SIR)=% [ (F(PeS/R)) dm
2PEE
2E.(S/R)= [ V(PeS/R)V(PeS/R)dm
PeE
Sile point Ae(S),V(PeS/R)=V(AeS/R)+Q(S/R)A AP
2E.(S/R)= [ (V(4eS/R)+Q(S/R)AAP)V (PeS/R)dm
PeE
~V(4eS/R) [ V(PeS/R)dm+ [ (Q(S/R)A 4P|V (PeS/R)dm
PeE PeE
=V (A4eS/R)mV (GeS/R)+G(S/R) [ APAV(PeS/R)dm
PeE
V(AeS/R)mV (GeS/R)+Q(S/R)o,(S/R)
={9(S/R)} ®{C(S/R)},

L’énergie cinétique du solide S dans son mouvement par rapport repéere R est le scalaire suivant :
2E.(S/R)=V(AeS/R)YmV (GeS/R)+Q(S/R)c,(S/R)
{9(s/R)}, ®{C(S/R)},

Remarques :
1. Sile solide S est supposé de masse négligeable, alors E.(S/R) =0
2. Sile systéme matériel £ = {S;, S, ... S, }, alors E.(£/R) = Y.i=1 E.(S;/R)
3. Sile solide (S;) est animé d’'un mouvement de rotation pure autour de I'axe (0, Z;) du repére R, soient :
loz, = C et 0(S;/Ro) = dZy, alors, E.(S1/R) = Cd?

So o, y
o a(t) ZO
Oz =7 / S
a(t)
X
V)_C)O

4. Sile solide (S;), de masse m;, est animé d’une translation pure de parametre A(t) suivant par exemple I'axe
- 1 .
(01 xO)r alOfS, EC(Sl/R) = Emllz

A(t)

—{] SRS
S— [ | "

S07775
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